HGV 2013/14 Q12 Mathematik

Uberblick: Funktionen und ihre Graphen

1. Konstante Funktion: f(x) =c 5
Nullstellen: entweder keine oder ganz R (wenn ¢ = 0) 4

Polstellen / Definitionsliicken: keine

Symmetrie: Achsensymmetrie zur y-Achse;
fiir ¢ = 0 auch PuSy zum Ursprung und ASy zur x-Achse 1

Asymptoten: die Funktion ist ihre eigene Asymptote o % 2 Tl lo 1 2 5 a5
Ableitung: f'(x) =0 1
Stammfunktion: F(x) = c-x + C (also eine lineare Funktion mit Steigung c)

2. Lineare Funktion: f(x) = mx +t, m#0 (Spezialfall = 0: Ursprungsgerade)
t

Nullstellen: genau eine NS, ndmlich x; = - T 15
t 14
Nullstellenform: f(x) =m (x + ;) T ;
Polstellen / Definitionsliicken: keine a1
Symmetrie: allgemein keine; fiir # = 0 Punktsymmetrie zum Ursprung ' T /
Grenzwerte: 4 -3 -2 1 y [ 1~\2‘x3 4 5
fira<0: limf(x)=4w / 1 i+mf(x) = —oo (von li. oben nach re. unten) = | # [N
X—>—00 X—+00 tol
fira>0: limf(x)=—-o / 1 i+mf(x) = 400 (von li. unten nach re. oben) |/ 2| .
X——00 x—+00 | |

Asymptoten: die Funktion ist ihre eigene Asymptote
Ableitung: f'(x) =m
Stammfunktion: F(x) =2-x?+t-x + C (also eine quadratische Funktion)

—x firx <0 /
x firx>0
Nullstellen von f: genau eine NS, ndmlich xq = 0

3. Betragsfunktion: f(x) = [x| = { allgemein: g(x) =a-|bx+c|+d

Polstellen / Definitionsliicken: keine (aber Knick bei x = 0 bzw. x = —% D

Grenzwerte: xl 1+ m f(x) = 4o (von links oben nach rechts oben)

x—0o o fira>0 \ - ‘
Asymptoten: die Funktion ist ihre eigene Asymptote; ' : v -
Achtung: zwei verschiedene Asymptoten flir x — oo ! 2. R
Symmetrie von f: Achsensymmetrie zur y-Achse X
. -1 firx <0 .. .. . 4|32 1 Jo 1 2 3 4 5
C f! = =0! g 3
Ableitung: f'(x) {+ 1bf}jrxb> 0 (Definitionsliicke bei x = 0!) L, ‘
reay — [—ab firbx <c e .. _ ¢ T A
g'x)= {+ab Firbe> (Definitionsliicke bei x = P ) _ ]

~Lxz 4 C, furx<o0
Stammfunktion: F(x) = f
Sx2+ G firx>0

4. Quadratische Funktion: f(x) = ax? + bx + ¢ (das ist die sog. Normalform)
Nullstellen: abhingig vom Wert der Diskriminante D = b? — 4ac :
—-b+VD

keine NS fiir D < 0; eine NS fiir D = 0, und zwar x, = — %; zwei NS fiir D > 0, und zwar x; , = o

Nullstellenform: nicht méglich fiir D < 0; f(x) = a(x —x¢)% fir D = 0; f(x) = a(x — x;)(x — x,) fir D > 0
Scheitelpunktform: f(x) = a(x — xg)? + ys mit Scheitelpunkt S(xs|ys); xg = % = — % (mittig zwischen NS)
hier gibt a die Streckung der Parabel in y-Richtung an, xg die Verschiebung in x-Richtung und yg die in y-Richtung



Polstellen / Definitionsliicken: keine

Symmetrie: allgemein keine; fiir b6 =0 (bzw. xg = 0) ASy zur y-Achse
Grenzwerte:

fira <0: xl_)i_gf(x) =—o0 / xl_)iJrgf(x) = —oo (von li. unten nach re. unten)

fira>0: limf(x) =40 / 1 i+mf(x) = 400 (von li. oben nach re. oben)
X—>—00 X—>+0o

Asymptoten: keine linearen Asymptoten 4 3 2 1 IRRERE] 4 :
Ableitung: f'(x) = 2ax+ b i

Stammfunktion: F(x) = §x3 + gxz +cx+C

Potenzfunktion/Wurzelfunktion: f(x) =a-x"
a) neN
Nullstellen: genau eine NS, ndmlich x, = 0; fiir ungerade n: NS mit VZW / fiir gerade n: NS ohne VZW

Gemeinsame Punkte: f(0) =0, f(1) =a, f(—1) = ta (je nachdem, ob n gerade / ungerade)
Polstellen / Definitionsliicken: keine

Symmetrie: fiir n ungerade Punktsymmetrie zum Ursprung; fiir n gerade Achsensymmetrie zur y-Achse
Grenzwerte:

a < 0, n ungerade: xl_)l_ gf (x) =400 / xl_)1+ glf (x) = —oo (li. oben — re. unten) 1|. j f:

a < 0, n gerade: xl_)i_gf(x) =—o0 / xl_)iJrgf(x) = —oo (li. unten — re. unten) ‘ RRRE '

a > 0, n ungerade: xl_)i_gf(x) =—o0 / xLLgf(x) = 400 (li. unten — re. oben) ".‘ 2 :-’

a > 0, n gerade: xl_)i_gf(x) = 4o / xl_)iJer(x) = 400 (li. oben —> re. oben) | \\\ ; / ‘ /,"
Asymptoten: fiir n > 1 keine linearen Asymptoten 418 2 o 031 2 3 4.5
Ableitung: f'(x) = a-nx™? ; :
Stammfunktion: F(x) = ﬁx"“ +C

b) n e€Z: negative Potenzn =-—-m: x ™ = =

Nullstellen: keine

Polstellen / Def.liicken: genau eine PS: x, = 0; fiir ungerade n: PS mit VZW / fiir gerade n: PS ohne VZW

Gemeinsame Punkte: f(1) = a, f(—1) = ta (je nachdem, ob n gerade / ungerade)

Symmetrie: fiir n ungerade Punktsymmetrie zum Ursprung; fiir n gerade Achsensymmetrie zur y-Achse

Grenzwerte: a < 0, n ungerade: xl_)i_gf(x) =40 / xl—>i+glf(x) =—0/ }Ciglf(x) =400 / }Ciglf(x) = —o00
a < 0, n gerade: xLi_gf(x) =-0 / xLLgf(x) =-0 / 1<i nf(x) =—o / )lczglf(x) = —©

x-0

< >
a >0, nungerade: limf(x)=-0 / li+mf(x)=+0 / linf(x) =—o0 / liglf(x)=+oo

x=0
< >
a > 0, n gerade: limf(x) =+0 / 1i+mf(x) =40 / lig‘rf(x) =+ / liglf(x) =+
X—>—00 X—+00 g X
< >
Asymptoten: fiir x — Foo: senkrechte Asymptote x = 0;
fiir x — 0: waagrechte Asymptote y = 0
Ableitung: f'(x) = a-nx™"1

Stammfunktion: fiirn # —1: F(x) = ﬁx"” +C

Sonderfall n = —1 (f(x) =) : F(x) =ltx| +C

P

¢) n €@ rationale Potenzn = % mitp, g €Z: x9 = YxP = (W)p = Waurzelfunktion

Nullstellen: genau eine NS, ndmlich x, = 0

Polstellen / Definitionsliicken: nicht definiert fiir x <0 (auch wenn der TR fiir z.B. /=8 eine Losung angibt)

Grenzwerte: 1im3/x = +o0 (auch wenn der Funktionswert immer langsamer ansteigt)
X—+00



- |
Asymptoten: keine! LTI T T , /
Symmetrie: da nur fiir positive x definiert: keine - 3 Hp =
p—q
Ableitung: f'(x) =a-nx""1=a- gx q ‘ 2/
1
, P aq P 0
Stammfunktion: F(x) =—x""'+C=—7x9 +C 4|3 2 4 |op 1 2 3 4 3
n+1 p+ [
-2

Ganzrationale Funktion (Polynomfunktion) n. Ordnung: f(x) = a, - x" + @,_1 - x" 1+ -+ a; - x + a

Nullstellen: fiir » ungerade: zwischen 1 und n NS moglich / fiir n gerade: zwischen 0 und n NS moglich
Raten von NS (ganzzahlige NS sind Teiler von a,) und Polynomdivision, bis der Grad des
Restpolynoms auf 2 gesunken ist, dann Losungsformel
bei k-fachen NS: £ ungerade = NS mit VZW / k gerade = NS ohne VZW

Nullstellenform: f(x) = a,(x —x1)(x —x,) - ...- g(x); g(x) ist ggf. Polynom geradzahhger Ordnung ohne NS

Polstellen / Definitionsliicken: keine ' IR

[}
v

B N
v

Symmetrie: falls nur geradzahlige Potenzen auftreten: ASy zur y-Achse
falls nur ungeradzahlige Potenzen auftreten: PuSy zum Ursprung
in allen tibrigen Féllen: keine Symmetrie

Grenzwerte: betrachte nur die hochste Potenz, also den Term a,, - x™,
und wende die Regeln aus 5a) an

. L -4 -3512--1 1 2/3
Asymptoten: fiir n > 1 keine linearen Asymptoten - |

1
A

Ableitung / Stammfunktion: Summanden einzeln ableiten/integrieren, siche 5a)

p(x)
q(x)

Nullstellen: alle NS des Zéhlerpolynoms p(x), sofern der Nenner dort nicht ebenfalls 0 ist (siche 6)
Polstellen / Definitionsliicken: alle NS des Nennerpolynoms q(x); Polstellen sind es nur, wenn es keine hebbaren

Definitionsliicken sind, also wenn der Zahler dort nicht ebenfalls 0 ist
bei k-fachen PS: : k ungerade = PS mit VZW / k gerade = PS ohne VZW

Symmetrie: falls p(x) und g(x) gleiche Symmetrie haben: Achsensymmetrie zur y-Achse
falls p(x) und g(x) unterschiedliche Symmetrie haben: Punktsymmetrie zum Ursprung
falls mindestens eine der beiden Funktionen p(x) oder ¢g(x) keine Symmetrie hat: nicht symmetrisch

Grenzwerte / Asymptoten: abhidngig von der Paritét (gerade/ungerade) von Zahlergrad z und Nennergrad n sowie
den Koeffizienten der jeweils hochsten Potenz (a,x? im Zihler und b,,x™ im Nenner) gilt jeweils fiir die Vorzeichen:

e gleiche Paritit von z und n, gleiches Vorzeichen von a, und b,, = xl_)lJr m fx)>0

Gebrochenrationale Funktion: f(x) = , wobei p(x) und ¢g(x) Polynome vom Grad z bzw. n sind

e gleiche Paritdt von z und n, unterschiedliche Vorzeichen von a, und b,: = xl_)lJr m fx) <0

e unterschiedliche Paritdt von z und n, gleiches Vorzeichen von a, und b,, = x1—>1— m f(x) <0, xl_)1+ m f(x)>0

e unterschiedliche Paritdt von z und », unterschiedl. Vorzeichen von a, und b,, = xl—>l— m f(x) >0, xl_)1+ m f(x) <0
fiir z < n: x1—>1+ m f(x) = 0 (waagrechte Asymptote y = 0)

fiir z = n: xl—>l+ m fx) = Z—z (waagrechte Asymptote y = Z—z)

firz > n: | l_i m f (x)| = oo (Vorzeichens.o.) Spezialfall: z=n+ 1 = schrige Asymptote y = mx + t;

die Geradenglelchung ergibt sich durch Polynomdivision p(x): g(x) und Vernachlas51gung des Rests
Ableitung: im Allgemeinen kompliziert, Anwendung der Quotientenregel!
Stammfunktion: im Allgemeinen fiir uns unldsbare Fragestellung!




8. Exponentialfunktion: f(x) = a-b* mith >0 (Spezialfall: natiirliche Exponentialfunktion f(x) =a-e*)
Nullstellen: keine
Polstellen / Definitionsliicken: keine
Symmetrie: keine
Gemeinsame Punkte: f(0) = a (da b° = 1 fiir alle b)
Grenzwerte: Variationen:
a) a>0, f(x)=a-b* (,normal”, Wertemenge R", xl_)i_gf(x) =40, xl—>i+glf(x) = 4o00)
b) a<0, f(x)=a-b* (anx-Achse gespiegelt, Wertemenge R, xl—>l— glf (x) = -0, xl_)1+ m f(x) =—)
¢c) a>0, f(x)=a-b™™ (an y-Achse gespiegelt, Wertemenge R", xl_)i_gf(x) = +00, xLLE.E‘f(x) =+40)
d) a<0, f(x) =a-b™* (punktgespiegelt am Ursprung, Wertemenge R, xl_)l_ glf (x) = —oo, xl_)1+ glf x)=-0)
e) a>0, f(x)=a- p=x° (GauBsche Glockenkurve, Wertemenge 10; a], x1—>1+ m f(x)=+40)
Asymptoten: waagrechte Asymptote y = 0 jeweils auf einer Seite im Unendlichen (bei e) auf beiden Seiten)
Ableitung Spezialfall: f(x) =a-e* = f'(x)=a-e* / f(xX)=a-e¥* = f'(x)=a k- -e**

Ableitung allgemein: f(x) =a-b* =a- el” = g .exlnb f'x)=a-1nb-eX!'™ =q.1nb-b*

Stammfunktion Spezialfall: f(x) =a-e* = F(x)=a-e*+C / f(x)=a-e*¥* = F(x)= % cekx 4 ¢
Stammfunktion allgemein: f(x) =a-b* =a-e¥'™ = F(x)= ﬁ ceXlmb 4 = ﬁ -b*¥+C
5 ‘ G\ f ‘ 5

1 4

]

VoA AN

4 3| -2 -1 0 1-t77 3 4 5 4 3| -2 1770~ 2 3 4 5 4 3| -2 0 1 2 3 4 5

9. Logarithmusfunktion: f(x) =1o0g, x mith>0 (Spezialfall: natiirlicher Logarithmus f(x) =1nx)

Nullstellen / gemeinsame Punkte:
f(1) =0 (denn b° = 1 fiir alle b)

log b =1, speziell 1 ne =1 T , al NN NN RN
Polstellen / Definitionsliicken: EEEN / Fre
nur fiir x > 0 definiert; —— 1 i -

PS fiir x — 0: liglf(x)=—oo [ 17 To T
X—
>

4 3|2 M 0/1 2 3/4 5 4 3|2 -~ o ™~z ]34 5
!
/

Symmetrie: keine L /

R —ee . h |

.
-1
b

1
N

- 1 1

e

Grenzwerte / Asymptoten: !
siehe PS (senkrechte Asymptote x =0); 1

X

i+ Qf (x) = +oo (keine Asymptote)

Variationen:

a) a>0, f(x)=a-lmx (,normal”, D=R", }Ciglf(x) = —oo, xl—>i+£f(x) = 4o00)

b) a<0, f(x)=a-lnx (anx-Achse gespiegel>t, D=R", chlg[f(x) = 400, xl_)iJrgf(x) = —00)

¢c) a>0, f(x)=a-11—x) (any-Achse gespiegelt, D = ]R",jlc_i)glf(x) = —oo, , xl_)i_glf(x) = +400)

<
d) a<0, f(x)=a-11{—x) (punktgespiegelt am Ursprung, D =R", 1 iglf(x) =400, limf(x)=—o)
X X—>—00
<

Ableitung Spezialfall: f(x) =1m = f'(x) =% [ fx)=a-lm = f'(x) =%

1
i in: = I 1 ") = b — _1
Ableitung allgemein: f(x) —logx—lnb =T Il = f'(x)= =1

X
Stammfunktion Spezialfall: f(x) =1lm = F(x)=x:1lmw+C / f(x)=a-lmmw = F(x)=a-x-1mx+C

Stammfunktion allgemein: f(x)=log,x=ﬁ-lnx = F(x)=li-x-lnx+C=x'lnx

nb I nb +C




10. Trigonometrische Funktionen:

a) f(x)=sim / allgemein: g(x) =a-sibx+c)+d
Nullstellenvon f: x =k -m, keZ (alsox e {0; +m; +2m; +3m;...})
Polstellen / Definitionsliicken: keine

Symmetrie von f: Punktsymmetrie zum Ursprung

Grenzwerte / Asymptoten: keine "

Ableitung: f'(x) =cosx / g'(x)=a-b-codbx+c)

Stammfunktion: F(x) = —cosx+C / G(x) = —%- codbx+c)+dx+C

b) f(x) =cosx / allgemein: g(x) =a-cos(bx +c)+d

3w 5w 7T
5 )

Nullstellen von f: x = §+ k-m, keZ (alsoxe {ig; i7; +=; +—
Polstellen / Definitionsliicken: keine

Symmetrie von f: Achsensymmetrie zur y-Achse
Grenzwerte / Asymptoten: keine

Ableitung: f'(x) =—simx / g'(x)=—a-b-sifbx+c)

Stammfunktion: F(x) =simx+C / G(x)=%-silﬁbx+c)+dx+C

si

¢) f(x) =tanx = coz / allgemein: g(x) =a-tanbx +c)+d

Nullstellen von f: NS des Zihlers, also siche a)

Polstellen / Definitionsliicken: NS des Nenners, also siche b)

Symmetrie von f: sin PuSy, cos ASy = unterschiedliche Symmetrien
= tan hat Punktsymmetrie zum Ursprung

Grenzwerte / Asymptoten: senkrechte Asymptoten an den Polstellen (mit VZW)

_V_3

Ableitung: mit Quotientenregel f'(x) = g'(x) =

/

cos? x cosz(bx+c) i

Stammfunktion: F(x) = —11cosx|+ C
G(x) = —%-l Hcosbx +c)|+dx+C

11. ... sowie Kombinationen durch Addition/Subtraktion/Multiplikation/Division/Verkettung dieser Typen

0,05

|x-=3,5|:|x—2,5]-|x—1]|-|x+1]|-|x+2,5|:|x+3,5|

fG) =257 - si 8x) fO)=5+5ms Sf@=-
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fx) = x(x2-1)(x2-4)(x?-9)(x?~16) flx) = V9 = x2 — 3e~100x?

1500
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N

f(x) = 0,3x2 +Zcos(20]x|"2) - 2
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